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serie de revision n°2

n
® OnposcpourtoulneN’.v.,=z .

& Exercice 1

Soit f la fonction définie sur |0, 400 par f(x) =

e -1

(1) (&) Etudier les variations de f. En déduire que pour tout x 2 !-'-;—2-. ona:0<f(x)<1.
(6] Tracer la courbe de f dans un repére orthonormé (O, i, ?)

(2) On pose g(x) = ~In(cosx), x € ]o;[

In2

(3] Montrer que g admet une fonction réciproque h définie sur R,. Calculer h (-2—-)

(5] Montrer que h est dérivable sur |0,+00| et que h'(x) = f(x).

N
(€} En déduire que pour tout x €]0,+00/, L,i f(t)dt =h(x) - -2

X

! - In2
(3) Pour tout n € N* et pour tout x > = on pose Fy(x) =L;(f(t))"dt.

(&) Montrer que lim Fy(x) = -7-‘-.
X 00 4

e‘-z‘
=~ Calculer alors F2(x) et lim Fz(x).
] - e 2t X $00

[€) Montrer que Fy est strictement croissante sur [In2,+o0ol.

(5] Montrer que pour tout t >0, [f(t)]? =

[d] Vérifier que pour tout t > lnT2 f(t) <2 €. En déduire que Fn(x) < V2.
(<] Montrer alors que Fy, admet une limite finie u, quand x tend vers oco.
(3] Donner les valeurs de u; et u;.

(b) Vérifier que pour tout t > 0, [f(1)]™ 2 + [f(1))™ = —f'(1) - f(1).

En déduire Fpi2(x) + Falx) = Lﬂ(x)l“_

- 1 ; :
(€] Montrer que pour tout n € N, Uy 2 + Uy = = etque uest décroissante en déduire que u
est convergente et calculer sa limite,
( = )k—-l

ke=1
—1)"

Montrer que pour tout n € N*, U2 = ( 3 (In2—wvy).
En déduire que v est convergente et déterminer sa limite.
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alors f:x+—

2 eZX

fl(x): 2V e:"—l

1
7T

ﬁ@m@w@

Soit f la fonction définie sur |0, +oo[ par f(x) =

1

(1) (@) Etudier les variations de g.
La fonction x — €%*— 1 est dérivable et strictement positive sur ]0,+oo[
donc la fonction x — v/ €* — 1 est dérivable est ne sannule pas sur |0, +00|

est dérivable sur 0,400 etona:

X 0

—" e2x

(\/"é?CT)2 (oD Ver-1 | fiix)

Pour tout x € |0, 400, f(x) =

lim f(x) = lim ———— = +00. +00
x-0* x=0t er 1 (x)

lim f(x)= lim =

X—++00 X=4400 y/ @4X . |

En déduire que pour tout x 2 lnT}!' ona:0<f(x)<1.

> 0.

1

f est strictement décroissante sur |0, 400 |
donc:x}lnT2 = f(x)sf(h‘fl) =1.
Ainsi pour tout x € ]0,+00[, 0 < f(x) < 1.

(@) On pose g(x) = —In(cosx), x € ]0,3[-

— —
(] Tracer la courbe de f dans un repére orthonormé (O, i,j )

'R P2

2

(3] Montrer que g admet une fonction réciproque h définie sur R,
. g . wia 7T
La fonction x — cosx est dérivable et strictement positive sur ]0, -2-[

sinx

donc g est dérivable sur ]0, g [ et g'(x) = —

cosx

rpone SN m
g'(x) e >0pourtoutx€]0,2[
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. . 3 e
alors gest continue et strictement croissante sur JO, -2'l

par suite elle réalise une bijection de ]0,; [ sur g (] 0,%[) =] l{i)l;n g,l'i‘rpg[ =]0,+00].

Calculer h (lnTZ)

: T In2 In2
soity 0,2 ]. h(57) = e o) =5

|

~In(cosy) = lnTZ

1
4= ln(cosy)=—-r-32—2-
= COsY = e*""!l
= cosy:(e'“z)-*
- 4 cosg=2_%

1
= COsY = —=
=z

7

= y=z

(6) Montrer que h est dérivable sur ]0,+oo[ et que h'(x) = f(x).

sinx

cos X
RS | : (i) A e

alors h = g~! est dérivable sur g (] 0, 5 D 10, 4+00].

g est dérivable sur ] 0,%[et g'(x) = # 0 pour tout x € ]0,%[.

1 cosy .l
m = avec y = h(x).
y="h(x) <= h{y)=x <= —In(cosy) =x <= cosy= e~

Pour tout x € |0,+00[,h/(x) =

Or cos?y +sin’y = 1 et siny >0carye]0,g[alors siny = /1 —cos?y=v1— e-2x,

~-X X, p=X
Ainsih(x) = ——e=—0—%___ - T

TVI-—e > e"-m—\/ezx_(l_e-z,x) ex—1

(© En déduire que pour tout x € |0, +00], ,I;.; f(t)dt = h(x) — -g
X X A " x o = ln_z - _Z
Jmf(t)dt=Jl$lh(t)dt— [h(t)]%l —h(x) h( : )—h(x) Z
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X

(3 Pour tout n € N” et pour tout x > !nTZ‘ on pose Fn(x) = L‘ (f(t))"dt.
f

A

(a) Montrer que ‘I[TmFl(x) =

Fi(x) = L‘r‘ f(t)dt =h(x) - %.

Orlimg =-+oodonc lim h(x)= =
3 X—-b00 2

. S S
alors x!lTooFl (x)= 5 - 3 = Z
e 2t
(6] Montrer que pour tout t >0, [f(t)]? = T
1 G g

= =
U ext—1 (et—-1)x et 1— e 2
Calculer alors F2(x) et lim Fa(x).
Xb 400
X X e—2l 1~ 28—-2! 1 = x
Fa(x) =L, (f(t))2 dtzj g —J —zi[ln(l - e 2')]m
¥ X

> et 2 .._,.*l_e—m 2
1

=y __ = = _l _ p—2X ln_2
In(1— e 1n(2)_21n(1 ) +22,

2
; o -2y , In2 _In2
‘HTsz(x)—ngwzln(l—e )+ =

(€ Montrer que F,, est strictement croissante sur [In2,+o0].
La fonction t — (f(t))" est continue sur [In2,400[ et In2 € [In2,+00|
alors la fonction F,, est dérivable sur [ln 2,+oo[
etona:F,(x) = (f(x))" > 0 pour tout x € [In2,+0o].
Ainsi la fonction F, est strictement croissante sur [In2,+oo].

1
(d) Vérifier que pour tout t > nT}!’ ft)g2e™t.

2 gl R " 2 1 nf—3+4e®
[f[t)] —[28 t] =ITF5;—4e 2t_ ¢ Zt(-l_—efz—{—'4>= e Zt(m)-

Pour toutt>0, e 2 >0et1— 2 >0.

t;lnTz = -2t<—In2 = e-z‘<% = 4e%<2 = -3+4e2<-1<0.

In2
Donc pour tout t > nT_ [f(1)]* - [2 e“']2 <0.
Or f(t) >0et 2 ¢ > 0 donc pour tout t > InTZ ft)g2e .

En déduire que F,,(x) < V2.

Pour tout t > lnTZ ,0< f(t) < 1 alors [t’(t)]n <f(t)g2e™.

Donc L; [f(t)]"at < L; 2¢e7tdt.
équivaut a F,(x) € [-— 2 e“] ;z

équivaut A Fy(x) < vV2—-2€*.0r v2 -2 e < V2 alors Fu(x) < V2.
_———————————————————————
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(€] Montrer alors que F, admet une limite finie u, quand x tend vers +00.

- - In2 2 :
Fn est croissante et majorée par /2 sur [-—2—,+oo[ alors F,, admet une limite finie u,
quand x tend vers +00

(@ (@ Donner les valeurs de u; et u,.
= Jlim Fi(x)=7.
W —x-—tT Lo 4

Uy = hm Fz(x) --132-2-

(6] Vérifier que pour tout t > 0, [f(t)]“+2 + [f(0]™ =—"(1) - [f(t)]"".

[F0]™ + [10]" = [f0)] " ([r0)*+1)
= [f(0)]" ([f(0)] +1)

1"
rm]"(l )
(=

f(t)]n = - 2!)

= [f(¢)]" (—82*—7)

= [10]" 1) (=)
- (0 (=) (7=)

=l eZ!
=)™ ((ez' ,)m)
=—[f()]"" - (1)

1 — [f(x)]"

En déduire Fia(x) 4+ Falx) =
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Fas2(x) + Fa %) =_:¥ (F(O) 2 dt + Jm““”“ at

= £(4))™2 + (F(1))"dt
%z((]) + (f(t))

- % —[f0)]™ - (mat

- ._?lf[f(t)]n]&z
= [fr"
l .
(1= [f]")
_ A—ffx)"

T on

1 g -
(€ Montrer que pour tout n € N*, up2 +u, = ~ etque uest décroissante en déduire que u
est convergente et calculer sa limite.

Unse2+Up = lim Fpoao(x)+ lim Fu(x)
X400 X—+400

xEToo (F,wz(x) 7 F"(X))

_ g 1 IG
X400 n

Il

=l— car lim f(x)=0.
n X400

In2
Pourtoutx;nT.ona:0<f(x)sl.

Donc 0 < (f(x))"+I < (f(x))"'.
1
Alors 0 < It’iz (f(x))" dx < J'L (f(x))"ds.
D'ol Uy 41 < Up.
Par suite la suite (uy) est convergente.
La suite (uy) est décroissante et minorée par 0 car u, = ngan(x) et fa(x) = 0.

On pose ¢ = lim uy.
n—+00
1 ; A | ;
Comme Uy + Uy =—alors lim w2+ uy = lim — = 0donc 2( = 0 par suite { = 0.
n N-—>+00 n—-++00OMN

(=)
—

n
(s) On pose pour tout n € N*, vy = Z
K=

-1
2

Montrer que pour tout n € N¥, uzn 2 = ( (In2—wvy).
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W (_nk—l
-
k=1
= (=11
=2} =55
k=1
S -y A
=2Z((—1)" "'2'E)
k=1
=2£t_l)k_l(u2k+2+u2k)
k=1

-

1 n
2) (1) upr+2) (1) ux
k=1 k=1

2 Mg —Ug+ug + ---+_(;J)r“;‘t’tz’n+ (—l)“"'uz.wz) + 2(uz — Mg+ g — g+ +_(;L)'f“"’ﬁ§)

=2(=1)"uzns2+ 2wz

Ainsi vn = 2(—1)" Tuspso 4 2us.
On multiplie chaque membre par (—1)" on obtient :
(—=1)"Vn = —2uzns2 + 2uz(—1)"
donc 2uzn 42 = 2up(—1)"— (=1)"vy = (—1)"V2 = (=1)"vy
_1n

L (n2-w)

2
En déduire que (v, ) est convergente et trouver sa limite.

_1n 1)
(1) I 2) ||ln2—v,‘|=%|]n2~v"|.

Par suite uzp;2 = (

Woniz = (In2—vy) donc |uznsz| =
Comme lim uzp.2=0
n—++00
alors lim |In2—v,|=0
n—+oo
donc lim In2—v, =0
N> 400

parsuite lim v, =In2
N +00
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